
对勒洛三⾓形性质的探究与推⼴
华南师范⼤学附属中学 ⾼⼀（6）班 潘维恒 0623

勒洛三⾓形

定义

勒洛三⾓形（Reuleaux triangle）由三条等半径的圆弧所构成，是⼀种等宽曲线（curve of con-

stant width），即满⾜⽤任意两条互异平⾏线夹⼀个勒洛三⾓形，使两条平⾏线在不同的位置与之相
切，则这两条平⾏线间的距离为定值。
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上图为⼀个中⼼位于(0,0)，每条圆弧半径为2 3 的勒洛三⾓形。构造⽅法为取三个包含圆及其内所有点的集合的交
集。
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上⽂所提到的勒洛三⾓形的构造⽅法。

性质与应⽤

勒洛三⾓形的构造⽅法很简单，也有很多优美的性质。
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平⾯内⼀封闭曲线，若满⾜⽤平⾯上任意两平⾏线所夹之时，两平⾏线之间的距离为定值，则称其为定宽曲线。勒洛三
⾓形显然满⾜这个性质：其宽度恒为三条圆弧的半径之长。
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勒洛三⾓形的内切正三⾓形、内切圆、外接圆、等宽圆。
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勒洛三⾓形在滚动时⾼度不变，这就证明了勒洛三⾓形是等宽曲线。同时可以留意到，与圆的滚动不同的是，勒洛三⾓
形的中⼼在滚动时的轨迹不是⼀条直线，⽽是⼀条正弦曲线；其余顶点的轨迹则由平⾏于x轴的直线与圆弧组合⽽
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成。利⽤这个性质，可以⽤截⾯为勒洛三⾓形的直柱体运输⽊板。
(参考程序：[1])

勒洛三⾓形在正⽅形内的旋转运动

勒洛三⾓形内切于正⽅形

由于勒洛三⾓形是⼀种等宽曲线，显然它能够内切于⼀个边长为其宽度的正⽅形：
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勒洛三⾓形在正⽅形内的旋转

显然，对于边长为a��������a�������������������������
�������a�������������������������
�������������������������������������������

��
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在正⽅形内旋转的勒洛三⾓形。图⽚来源：[10]

利⽤勒洛三⾓形的这个性质，可以利⽤形状为勒洛三⾓形的钻头钻出接近正⽅形的孔，⽤于⾦属、⽊
材加⼯等领域。然⽽从上图中我们可以看到，勒洛三⾓形旋转时扫过的区域不是完美的正⽅形，其中
⼼在旋转时也不是静⽌的，⽽是有⼀条形状类似于超椭圆的轨迹。
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勒洛三⾓形旋转时扫过的区域是由⼀个正⽅形加上四个椭圆的⼀部分作为⾓组合⽽成的。
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勒洛三⾓形旋转时其⼏何中⼼的轨迹由四条椭圆弧组成，可以⽤⼀个超椭圆进⾏逼近，其⽅程为

x

a
r +

y

a
r = 1，其中参数a = 2 3 -3

3
, r = 2.36185�

勒洛三⾓形的推⼴

勒洛多边形

勒洛多边形（Reuleaux polygon）可以由任意奇数边的正多边形构造⽽成（偶数边的正多边形的顶

点没有对边，因⽽⽆法构成），其中勒洛三⾓形是边数n=3时的特殊情况。

有趣的是，Barbier’s theorem (Joseph-Émile Barbier, 1860) ����������������
s������������ C =πs��� Blaschke-Lebesgue theorem ������������
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���������S =
1

2
π - 3  s2���������������������������

�����������������������

�����[

��������[{������������ �����[{������[����[{� * ���[� �� / �]� � * ���[� �� / �]}�

(� + � * ���[�� / �]) / ���[�� / � / �]� {(� / � + (� - �) / � * � / �) * (� �� / �)�

(� / � + � / � + (� - �) / � * � / �) * (� �� / �)}]�

� * (� �� / �)� {�� �}]}� {�� �� �}]}]� {�� �� ��� �}]

 � � �

� � 

勒洛n边形，n=5, 7, 9, 11, 13, 15。

勒洛三⾓形的三维推⼴

勒洛四⾯体

勒洛四⾯体(Reuleaux tetrahedron)是勒洛三⾓形在三维空间的推⼴。取⼀个正四⾯体，分别以四个

顶点为球⼼，其边长为半径作出四个球的相交部分就是勒洛四⾯体。
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��������� → ���������[���������� �������[���]]�

���� → ����� ��������������� → ����

⼀个由四个半径为1的球相交⽽成的勒洛四⾯体。
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勒洛四⾯体的构造⽅法。

然⽽违反直觉的是，勒洛四⾯体并不是⼀种等宽曲⾯。这是因为在⼀个勒洛四⾯体内，⼀条棱的中点

到对棱的中点的距离⽐其“宽度”稍⼤： 3 -
2

2
 s ≈ 1.0249 s > s

Meissner四⾯体

1911�����Meissner�Schilling����������������������������
���������������Meissner��� (Meissner tetrahedron)������������
��������������

 � � � 

⼀个Meissner四⾯体。图⽚来源：[8]
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Meissner四⾯体其中⼀个⽤来替代棱的曲⾯的构造⽅法。图⽚来源：[4]

勒洛三⾓形的旋转体

��������������������������

��

勒洛三⾓形绕其对称轴旋转⽽成的旋转体是等宽曲⾯。⼀个更⼴泛的结论是，任意勒洛多边形绕其任意⼀条对称轴旋转
⽽成的旋转体都是等宽曲⾯。
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